Pertemuan 9 KALKULUS III

VOLUME

Volume daerah menggunakan integral lipat 2

e Benda dibawah permukaan z = f(x,y) dengan alas persegi panjang
R={(x,y):a<x<bc<y<d}
b d d b
Volume = [[, f(x,y)dA= [ [ f(x,y)dydx= ] [ f(xy)dxdy

z = f(x y)

L Y O S,

e Benda dibawah permukaan z = f(x, y) dengan alas daerah S himpunan x sederhana, § =
{(x,y):¢1 <x< ¢2,C < y < d}
Volume = fcd f ¢12 f(x,y) dxdy

e Benda dibawah permukaan z = f(x,y) dengan alas daerah S himpunan y sederhana, S =
{(X»J/):a Sx< br(pl = y = (pZ}

b ¢,
Volume = f f(x,y) dydx

a @1

e Benda dibawah permukaan z = f(x,y) = g(r, 6) dengan alas daerah S bagian dari
lingkaran sederhana, S = {(1,60):0; <0 < 0,,1; <7 <1y}

Volume = | 9912 f:lz g(r,0)rdrdé



Contoh :

1. Tentukan volume benda dibawah permukaan z + y = 5 diatas persegi panjang
R={(xy):0<x<30<y<4}

Alasnya di bidang XY

X=3

Y=4

Jika alasnya pada bidang XY, maka tingginya adalah Z, dari fungsi permukaan
z+y=5

maka z=5-y

Volume = [f, f(x,y)dA=Jj [}5 —y dydx = [J5y ~y?|* dx
= [J(54—14%) - 0dx
= [$12dx = 12x|(3) =123-0=36
atau
Volume = ffR f(x,y)dA = f: f03 5—ydxdy = f045x - xylg dy
= [,(53-3y)—0dy
= [/ 153y dy
= 15y —;y2|g — 154 — 242 = 36
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2. Tentukan volume benda di oktan | dibawah permukaan z + x + 2y = 4

z
4

X 4

permukaan z + x + 2y = 4
memotong sumbu x pada titik (4,0,0) karena pada sumbu X,
nilaiy=0danz =0

z+x+2y=4
0+x+20=4
x=4

Dengan cara yang sama, permukaan benda memotong sumbu y pada titik
(0,2,0) dan memotong sumbu 2 pada titik (0,0,4)

Alas benda di bidang XY

4

1

Pada bidang XY nilai z = 0, maka fungsi batasan daerah alas
Z+x+2y=4
O+x+2y=4
x+2y=4
2y =4—x
= A=x
== 1

Garis x + 2y = 4 memotong sumbux (y = 0)
x+20=4
di x = 4, maka
S himpunan y sederhana, § = {(x,y):0 < x <40<y <2-3x}

Jika alas yang kita ambil pada bidang XY, maka tinggi bendanya adalah Z.



z+x+2y=4
z=4—x—2y)

Votume = [} 12744 -5~ 2y dyds = [Py —xy — 712 ¥t
= f: 42-2x)—x(2-2x)— (2 - x)*dx
=f:(8—2x)—(Zx—%xz)—(4—2x+§x2)dx
=f:8—2x—2x+§x2—4+2x—%x2dx
=f:4—2x+§x2dx

4
— 2 11,..3
= 4x —x +2.3% 0
4
_ 24 1.3
= 4x —x + 55X |0

(44-42+24)-0=243=2

12" 12

3. Tentukan volume benda diatas bidang XY didalam tabung parabola y = x? dan
dibawah bidang miringy + z = 4

A
z

Alasnya di bidang XY

Alas di bidang XY ( z = 0) dibatasi bidang miring
yt+z=4



y+0=4

y=4
Titik potong antara kurva y = x? dan y = 4 adalah
y = xz =4
x2 =4
x=2ataux = —2

Maka alas merupakan himpunan y sederhana,
S={(y):-2<x<2x*<y<4}
Jika alas yang kita ambil pada bidang XY, maka tinggi bendanya adalah Z.
y+z=4
z=4—-y

2 4 2 4 2 4
Volume = f_z fxz 4 — ydydx =2 fO fx24 -y dydx =2 fO 4-_‘y — %yzlxz dx

= 2 [2(4.4 - 247) — (4x? - ;(x2)2|j2 dx

=2 f02(8 — 4x* + 2x*) dx
2

=2 (8x —§x3 +1i0x5)| 0

=2(42-22%+ 125

Volume dalam koordinat tabung

Perubahan alas di bidang XY dari koordinat kartesius ke polar

Luas=ﬂ dA=U rdrd9=jf rd@dr
s s s

Tinggi permukaan benda adalah Z, perubahan
z = f(x,y) menjadi z = f(r,0) dengan x =rcos @ dany =rsin6
Contoh :

1. Tentukan volume benda di oktan | didalam tabung x? + y? = 9 dibawah permukaan
z=5

<




Alas di bidang XY

S={r,®0<r<30<6<3

Tingginya Z, permukaan z = 5, maka

Volume = f03 JEz.rdodr = f03 JEf@r,0)rdo dr = f03 JE5rde dr

3 b4
= f 5r0|z dr
0 0

f 5—1"dr=5—nr2 3—4—57c

2. Tentukan volume benda di atas bidang XY didalam tabung x? + y2 = 9 dibawah
permukaany + z = 5

Alas di bidang XY



,
t
4

]
44

S={(r0)]0<r<3,0<6 <2}
Tingginya Z, permukaany +z =5,
z=5-y
z=5—rsinf
maka
Volume = f03 foznz. rd0dr = f03 foznf(r,H)rdH dr
= f03 fozn(S —rsin @) rdo dr
= [ [ (5r —r?sing) d6 dr
3 2
= [, 578 —r?.—cos 6| o ar
= f035r9 + 1% cos HIZ(;T dr
= f03(5.2nr + 12 cos 2m) — (5.0.7 + r? cos 0) dr
= [@0nr +72.1) = (0 +r2 1) dr
_ (3 — 1lom .2 3 — 2 _
= [, 10mr dr = 2%r o = 5m.3% =457

3. Tentukan volume benda diatas bidang XY di oktan | dan Il yang dibatasi oleh
x% + y? = 9 dan x? + y% = 16 dibawah permukaan z = 3




Alasnya di bidang XY

S={r0)|3<r<4,0<6<n}

TingginyaZ, z = 3

T T s
Volume = [ [, 3rdrd6 = fo”grz|‘3L o = [232-32d0 = [221d6 = §9|(z) =2,

Volume dengan integral lipat 3

Volume =ﬂ]1dV
B

Kotak persegi panjang B = {(x,y,z):a<x<bc<y<de<z<f}
Volume = ff fcd fef 1 dzdydx

Benda yang dibatasi oleh B = {(x,y,z):a < x < b,¢, <y < ¢,,91 < z < 9,}
Volume = ff f;’f fiz 1 dzdydx

Benda yang dibatasi oleh B = {(x,y,2z):0; < x < 05, c <y <d,9; <z <9,}
Volume = de f;lz 1;912 1 dzdxdy

Benda yang dibatasi oleh B = {(x,y,2):0, < x < 05,0, <y < ¢, e<z<f}
Volume = | ef f:lz f(j}: 1 dydxdz

Benda merupakan bagian dari bola
Menggunakan koordinat Bola



dengan

x = psingcosf

y =psingsinf

Z=pCcos¢Q

dV = dxdydz = p?sin ¢ dpdfdg
maka

Volume = fff p?sing dpdfdg
B

P2l

P14

Dengan batasan

Untuk 8 adalah 0 < 6 < 2r pada bidang XY dimulai 0 dari sumbu X positif
bergerak berlawanan dengan jarum jam.

Dalam gambar bergerak dari 6, ke 8, berlawanan jarum jam.

Untuk ¢ adalah 0 < ¢ < & pada bidang XY bergerak melingkar keatas
sesuai permukaan bola berlawanan dengan jarum jam.

Dalam gambar bergerak dari ¢, ke ¢, berlawanan jarum jam.

Untuk p adalah p > 0 merupakan jarijari bola. Dalam gambar seperti kulit
bola, bergerak dari jarijari dalam p, ke jarijari luar p.,.



Contoh

1. Tentukan volume bola x? + y? + z? = 9 di oktan |

B={(p6¢):0<p<30<0<50<9<T
Volume = fffB p?sin@ dpdfde = foifoif: 2 sin @ dpdfde
T T ) 3
= foz foz p3 31n<p|0d9dcp
= fOEfOE %33 sin @ d@de

= [2[29sin¢p dOde
0 Jo

= [296 sin<p|g de

=2 9.7sing do

Or T
=7.—cos<p|2
0

o T o z
= (—?cosz) — (—7cos 0)|(2)

or o z o
=CF0-CFnlz=3

Soal :

1. Tentukan volume benda di atas bidang XY yang dibatasi
R={(x,¥):0<x<3,1<7y<2}danpermukaan z = 9 — y?
2. Tentukan volume benda di oktan | yang dibatasi 2x + 3y +z =6

3. Tentukan volume daerah di atas bidang XY dibatasi oleh x? + y? = 4, x? + y2 =

danz+y=4
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