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Pertemuan 6 KALKULUS III 
 

LUAS 
 

Luas daerah menggunakan integral lipat 2 untuk :  

• persegi panjang 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∬ 1 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎
= ∫ ∫ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
     

 

 

 

 

 

• S himpunan x sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 𝜙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝜙2, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}  

𝑙𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜙2

𝜙1

𝑑

𝑐
  

 

 

 

  

• S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1 ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2}  

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1𝑑𝑦𝑑𝑥
𝜑2

𝜑1

𝑏

𝑎
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1. Tentukan luas persegi panjang dibawah ini : 

 
𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,0 ≤ 𝑦 ≤ 4}    

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∬ 1 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
4

0

3

0
= ∫ 𝑦|4

0

3

0
𝑑𝑥 = ∫ 4

3

0
𝑑𝑥 =  4𝑥|3

0
= 4.3 = 12  

atau 

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∬ 1 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦
3

0

4

0
= ∫ 𝑥|3

0

4

0
𝑑𝑦 = ∫ 3 𝑑𝑦

4

0
= 3𝑦|4

0
= 3.4 = 12  

 

2. Tentukan luas daerah : 

 
S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥}    

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥

0

3

0
= ∫ 𝑦|

𝑥
0

3

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥

3

0
𝑑𝑥 =  1

2
𝑥2|

3
0

= 1

2
. 32 = 4,5  

 

3. Tentukan luas daerah : 

                  

  𝑥 + 2𝑦 = 4  

         2𝑦 = 4 − 𝑥 

         𝑦 =
4−𝑥

2
 

          𝑦 = 2 −
1

2
𝑥 

 

Garis 𝑥 + 2𝑦 = 4 memotong sumbu x ( 𝑦 = 0 ) 

             𝑥 + 2.0 = 4 

     di             𝑥 = 4, maka 

S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 4,0 ≤ 𝑦 ≤ 2 − 1

2
𝑥}     

Y=4 

X=3 

y=x 

x+2y=4 
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𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
2−1

2
𝑥

0

4

0
= ∫ 𝑦|

2 − 1

2
𝑥

0          

4

0
𝑑𝑥 = ∫ 2 − 1

2
𝑥

4

0
𝑑𝑥 =  2𝑥 − 1

4
𝑥2|

4
0

= 4  

  Atau 

  Persamaan 𝑥 + 2𝑦 = 4 

                                 𝑥 = 4 − 2𝑦  

Garis 𝑥 + 2𝑦 = 4 memotong sumbu y ( 𝑥 = 0 ) 

             0 + 2𝑦 = 4 

     di             𝑦 = 2 , maka 

S himpunan x sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 − 2𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2}     

               𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦
4−2𝑦

0

2

0

= ∫  𝑥|
4 − 2𝑦
0          

2

0

𝑑𝑦 = ∫ 4 − 2𝑦
2

0

𝑑𝑥 

           =  4𝑦 − 𝑦2|2
0

= 4  

 

4. Tentukan luas daerah 

 

S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2}    

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥2

0

3

0
= ∫ 𝑦|𝑥

2

0

3

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥23

0
𝑑𝑥 =  1

3
𝑥3|

3
0

= 1

3
. 33 = 9   

 

5. Tentukan luas daerah 

 
Titik potong antara garis 𝑦 = 𝑥 dan 𝑦 = 3 adalah (3,3), maka 

S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 3, 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 3}     

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
3

𝑥

3

0
= ∫ 𝑦|3

𝑥

3

0
𝑑𝑥 = ∫ 3 − 𝑥

3

0
𝑑𝑥 =  3𝑥 − 1

2
𝑥2|

3
0

= 9

2
= 4,5 

  

Atau 

S himpunan x sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 3}    

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑦

0

3

0
= ∫ 𝑥|

𝑦
0

3

0
𝑑𝑦 = ∫ 𝑦 𝑑𝑥

3

0
= 1

2
𝑦2|

3
0

= 1

2
.32 = 4,5   

6. Tentukan luas daerah 

y=x2 

y=x 

y=3 
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Titik potong antara kurva 𝑦 = 𝑥2 dan 𝑦 = 4 adalah 

𝑦 = 𝑥2 = 4 

         𝑥2 = 4 

         𝑥 = 2 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 = −2 

  Maka S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): −2 ≤ 𝑥 ≤ 2, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 4}    

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
4

𝑥2

2

−2
= 2 ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥

4

𝑥2

2

0
= 2 ∫ 𝑦| 4 

𝑥2
2

0
𝑑𝑥 = 2 ∫ 4 − 𝑥22

0
𝑑𝑥     

                                           = 2 (4𝑥 − 1

3
𝑥3)|

2
0

= 2(4.2 − 1

3
. 23) = 2 (8 −

8

3
) =

32

3
  

  

 

7.  Tentukan luas daerah : 

 

 
Titik potong antara kurva 𝑦 = 𝑥2 dan 𝑦 = 𝑥 + 2 

 Adalah 

𝑦1 = 𝑥2 dan 𝑦2 = 𝑥 + 2 

𝑦1 = 𝑦2 

  𝑥2 = 𝑥 + 2 

  𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 

   (𝑥 − 2)(𝑥 + 1) = 0 

   𝑥 − 2 = 0 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 + 1 = 0 

                 𝑥 = 2 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 = −1 

 

  Maka S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): −2 ≤ 𝑥 ≤ 2, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 4}    

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥+2

𝑥2

2

−1
= ∫ 𝑦| 𝑥 + 2 

𝑥2         

2

−1
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥 + 2 − 𝑥22

−1
𝑑𝑥     

                                               = 2 (4𝑥 − 1

3
𝑥3)|

2
0

= 2(4.2 − 1

3
. 23) = 2 (8 −

8

3
) =

32

3
  

  

 

y=x+2 y=x2 
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Luas dalam koordinat polar 

Perubahan dari koordinat kartesius ke polar 

Koordinat Kartesius Koordinat polar 

 

                

        

                 
 

(𝑥, 𝑦) 

{(𝑥, 𝑦)| − ∞ < 𝑥 < ∞, −∞ < 𝑦 < ∞} 

(𝑥, 𝑦) ≡ (𝑟, 𝜃) 

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃   dan 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

{(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 < ∞, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋} 

𝑟 bergerak dari titik (0,0) keluar 

𝜃 dari sumbu x positif ( 0 = 00 ) 

bergerak berlawanan dengan jarum jam 

sampai kembali ke sumbu x positif ( 

2𝜋 = 3600 ) 

 

     𝑑𝐴 = 𝑑𝑥𝑑𝑦      atau        𝑑𝐴 = 𝑑𝑦𝑑𝑥 𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃     atau    𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 

 

 

                
 

 

                 

Luas =∬ 𝑑𝐴
𝑅

= ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

= ∬ 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑅

 Luas =∬ 𝑑𝐴
𝑆

= ∬ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑆

=

∬ 𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟
𝑆

 

 

 

 

 

 

 

(𝑥, 𝑦) 
(𝑟, 𝜃) 

𝜃 

𝑟 
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Contoh : 

1. Tentukan luas daerah 

 

 {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 3, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
} 

 𝑙𝑢𝑎𝑠 =  ∫ ∫ 𝑟𝑑𝜃
𝜋
2

0

3

0
𝑑𝑟 = ∫ 𝑟𝜃|

𝜋

2

0

3

0
𝑑𝑟 = ∫

𝜋

2
𝑟

3

0
𝑑𝑟 = 𝜋

4
𝑟2|

3
0

= 9

4
 𝜋      Atau 

 𝑙𝑢𝑎𝑠 =  ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
3

0

𝜋
2

0
𝑑𝜃 = ∫ 1

2
𝑟2|

3

0

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = ∫ 1
2

32

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = ∫ 9
2

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = 9

2
𝜃|

𝜋

2

0
= 9

4
 𝜋 

2. Tentukan luas daerah 

 

 
 

 {(𝑟, 𝜃)|3 ≤ 𝑟 ≤ 4, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋} 

 𝑙𝑢𝑎𝑠 =  ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
4

3

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 1

2
𝑟2|

4
3

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 1

2
42−1

2
32

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = ∫ 7
2

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = 7

2
𝜃|

𝜋

2

0
= 7

4
 𝜋   

 

3. Tentukan luas {(𝑟, 𝜃): 0 ≤ 𝑟 ≤ cos 𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋} 

𝑙𝑢𝑎𝑠 =  ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
cos 𝜃

0

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 1

2
𝑟2|

cos 𝜃
0      

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃−0

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0
  

                                                   = ∫ 1
2

.1
3

(1+cos 2𝜃)
𝜋

0
𝑑𝜃 = 1

4
(𝜃 + 1

2
sin 2𝜃)|

𝜋
0

   

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

𝑥2 + 𝑦2 = 16 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 
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                                                   =
1

4
(𝜋 +

1

2
sin 2𝜋) −

1

4
(0 +

1

2
sin 0)|

𝜋
0

=
1

4
(𝜋 + 0) =

𝜋

4
 

Soal : 

1. Tentukan luas daerah 

          

2. Tebtukan luas daerah 

                 

3. Tentukan luas daerah : 

 
4. Tentukan luas daerah di arsir 

 
5. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva 𝑦 = 𝑥2 dan 𝑦 = 𝑥 

 

x+y = 3 

𝑦 = 𝑥3 𝑦 = 𝑥2

=  
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