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Pertemuan 5 KALKULUS III 

 
 

INTEGRAL RANGKAP 
 

 

 

Integral Tentu 

Misalkan 

 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)|𝑏
𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

Contoh : 

∫ 𝑥 + 5
2

1

𝑑𝑥 =
1

2
𝑥2 + 5𝑥|

2
1

= (
1

2
22 + 5.2) − (

1

2
12 + 5.1) = (

1

2
. 4 + 10) − (

1

2
. 1 + 5) 

              = (4

2
+ 10) − (1

2
+ 5) = (4

2
−1

2
) + (10 − 5) = (3

2
+ 5) 

          = (
3

2
+ 5) = (

3

2
+

10

2
) =

13

2
 

Kerjakan  

1. ∫ 3𝑥 − 1
2

0
𝑑𝑥 = 3

2
𝑥2 − 𝑥|

. .

. . = (3

2
…2 −. . . ) − (...

2
 02−. . . ) = ⋯ 

2. ∫ 𝑥2 − 𝑥
3

1
𝑑𝑥 = 1

3
𝑥… − …

…
𝑥…|

. .

. . = ⋯ 

3. ∫ 5𝑥2 + 2𝑥
3

−1
𝑑𝑥 = ⋯ 

 

Integral lipat 2 

 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑅

  

 
Dengan R daerah berbentuk persegi panjang sederhana di bidang XY ( sejajar dengan sumbu koordinat) 

𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

= ∫ 𝐹1(𝑥, 𝑦)|𝑑
𝑐

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=  𝐹2(𝑥)|𝑏
𝑎

 

Dengan 𝐹1(𝑥, 𝑦) adalah anti turunan/integral 𝑓(𝑥, 𝑦) terhadap y, x ditahan agar tetap konstan. 

 

Contoh : 

1. ∫ ∫ 𝑥2𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
2

0

1

0
= ∫ 𝑥2 1

2
𝑦2|

2
0

1

0
𝑑𝑥 diintegralkan terhadap y ( x ditahan tetap konstan) 

                   = ∫ ((𝑥2. 1

2

1

0
22) − (𝑥2. 1

2
 02)) 𝑑𝑥 variabel y diganti dengan nilai batas y 

                                  = ∫ 2𝑥21

0
𝑑𝑥 =  𝑥3

3
2 |

1
0

= (2

3
 13 − 0) = 2

3
  ∫ ∫ 𝑥2 + 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥

2

0

1

0
 

                                  = ∫ 𝑥2𝑦 + 1

2
𝑦2|

2
0

1

0
𝑑𝑥  diintegralkan terhadap y ( x ditahan tetap konstan) 

                   = ∫ (𝑥2. 2 +  1

2
. 22) − (𝑥2. 0 +  1

2
.02)

1

0
𝑑𝑥 variabel y diganti nilai batas y 

                   = ∫ (2𝑥2 + 2)
1

0
𝑑𝑥  = 2

3
𝑥3 + 2𝑥|

1
0

= (2

3
13 + 2.1) −  (2

3
03 + 2.0)  

                   =
2

3
+ 2 =  

2+6

3
=  

8

3
 



 

 

 

 

 

 

 

2 

 

3.  ∫ ∫ 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
2

1

𝜋

0
= ∫ 1

3
𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑦|

2
1

𝜋

0
𝑑𝑦  

                                              diintegralkan terhadap x ( y ditahan ttp konstan) 

                                         = ∫ (1

3
. 23𝑠𝑖𝑛𝑦) − (1

3
. 13𝑠𝑖𝑛𝑦) 

𝜋

0
𝑑𝑦 variabel x diganti nilai batas x 

                                          = ∫ (8

3
𝑠𝑖𝑛𝑦) − (1

3
𝑠𝑖𝑛𝑦) 

𝜋

0
𝑑𝑦 = ∫ 7

3
 𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝜋

0
𝑑𝑦  

                                          = 7

3
. −𝑐𝑜𝑠𝑦 |

𝜋
0

 = −7

3
𝑐𝑜𝑠𝑦 |

𝜋
0

= (−7

3
𝑐𝑜𝑠𝜋) − (−7

3
𝑐𝑜𝑠0)  

                                          = (−7

3
. −1) − (−7

3
. 1) = 7

3
+ 7

3
= 14

3
    

 

4. ∫ ∫ 𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃𝑑𝑟
𝜋

2
0

2

1
= ∫ 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃|

𝜋

2

0
 𝑑𝑟

2

1
diintegralkan terhadap ϴ (r ditahan ttp konstan) 

                                   = ∫  (𝑟. 𝑠𝑖𝑛
𝜋

2
) − (𝑟. 𝑠𝑖𝑛0) 𝑑𝑟

2

1
 variabel ϴ diganti nilai batas ϴ 

                                    = ∫  (𝑟. 1) − (𝑟. 0) 𝑑𝑟
2

1
  

                                    = ∫ 𝑟 𝑑𝑟 =  1

2
𝑟2|

2
1

= (1

2
. 222

1
) − (1

2
. 12) = 2 − 1

2
= 3

2
  

 

Integral lipat 3 

 

∭ 𝑑𝑉
𝐵

  

Contoh : 

∫ ∫ ∫ 𝑥3 − 2𝑦2𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
3

0

2

1

1

−1
  diintegralkan terhadap y ( x dan z ditahan ttp konstan) 

∫ ∫ ∫ 𝑥3 − 2𝑦2𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
3

0

2

1

1

−1
= ∫ ∫ 𝑥3𝑦 − 2

3
𝑦3𝑧|

3
0

 𝑑𝑧𝑑𝑥
2

1

1

−1
  

                                                      = ∫ ∫ (𝑥3. 3 − 2

3
33𝑧) − (𝑥3. 0 − 2

3
03𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑥

2

1

1

−1
  

                                                      = ∫ ∫ (3𝑥3 − 18𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑥
2

1

1

−1
  

                                                      = ∫ 3𝑥3𝑧 − 9𝑧2|2
1

 𝑑𝑥
1

−1
  

                                                      = ∫ (3𝑥3. 2 − 9. 22) − (3𝑥3. 1 − 9. 12) 𝑑𝑥
1

−1
   

                                                      = ∫ (6𝑥3 − 36) − (3𝑥3 − 9) 𝑑𝑥
1

−1
  

                                                      = ∫ (3𝑥3 − 27) 𝑑𝑥
1

−1
  

                                                      = 3

4
𝑥4 − 27𝑥|

1
−1

  

                                                      = (3

4
 14 − 27.1) − (3

4
 . (−1)4 − 27. (−1) = −54  

 

 

Latihan  

1. ∫ ∫ 2𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
2

1

1

0
= ∫ 2𝑥. ...

...
𝑦 ...|

2
…

1

0
𝑑𝑥 = ⋯   

2. ∫ ∫ 𝑥 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦
2

0

1

0
= ∫  1

2
…2 + 𝑦2. … |

2
0

1

0
𝑑𝑥 = ⋯   

3. ∫ ∫ 3𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
2

1

𝜋

0
= ⋯  

4. ∫ ∫ 2𝑟 𝑐𝑜𝑠𝛳 + 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝛳 𝑑𝜃𝑑𝑟
𝜋

2
0

2

1
= ⋯  

5. ∫ ∫ ∫ 𝑥𝑦2𝑧 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 = ⋯
3

0

2

1

1

−1
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Integral lipat atas daerah persegi panjang R dengan  

daerah persegi panjang R terbagi menjadi 

 

 

Misalkan diberikan daerah R dengan 

 

𝑅1 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1} 

𝑅2 = {(𝑥, 𝑦): 1 ≤ 𝑥 ≤ 3,0 ≤ 𝑦 ≤ 1} 

      dan 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
3 ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1
2 ;  1 ≤ 𝑥 ≤ 3,0 ≤ 𝑦 ≤ 1

 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅1

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅2

   

maka 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦
3

0

1

0
= ∫ ∫ 3 𝑑𝑥 𝑑𝑦

1

0

1

0
+ ∫ ∫ 2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

3

1

1

0
  ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

3

0

1

0
= ∫ 3𝑥|

1
0

1

0
𝑑𝑦 +

∫ 2𝑥|
3
1

1

0
𝑑𝑦   

                                    = ∫ (3.1 − 3.0)
1

0
𝑑𝑦 + ∫ (2.3 − 2.1)

1

0
𝑑𝑦   

                                    = ∫ (3 − 0)
1

0
𝑑𝑦 + ∫ (6 − 2)

1

0
𝑑𝑦  

                                    = ∫ 3
1

0
𝑑𝑦 + ∫ 4

1

0
𝑑𝑦 = 3𝑦|

1
0

+ 4𝑦|
1
0

  

                                    = (3.1 − 3.0) + (4.1 − 4.0) = 3 + 4 = 7  

 

Latihan : 

1. Diberikan  

𝑅1 = {(𝑥, 𝑦): −1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2} 

𝑅2 = {(𝑥, 𝑦):    1 ≤ 𝑥 ≤ 3, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2} 

tentukan 

∬ 𝑑𝐴
𝑅

= ∬ 𝑑𝐴
𝑅1

+ ∬ 𝑑𝐴
𝑅2

  

∬ 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑑𝑥 𝑑𝑦 + ∫ ∫ 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

              = ∫ 𝑥|
…
… 𝑑𝑦 + ⋯ = ⋯  

2. Diberikan  

𝑅1 = {(𝑥, 𝑦): 1 ≤ 𝑥 ≤ 3, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2} 

𝑅2 = {(𝑥, 𝑦): 1 ≤ 𝑥 ≤ 3, 2 ≤ 𝑦 ≤ 3}  

tentukan 

∬ 𝑑𝐴
𝑅

= ∬ 𝑑𝐴
𝑅1

+ ∬ 𝑑𝐴
𝑅2

  

∬ 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑑𝑦 𝑑𝑥 + ∫ ∫ 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ⋯  

 

3. Diberikan 

𝑅1 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2} 

𝑅2 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 2 ≤ 𝑦 ≤ 3} 

Dengan  

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥 ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1

𝑥2 ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2
   

tentukan 

R1 R2 
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∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅1

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅2

  

 

Integral lipat atas daerah bukan persegi panjang 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑆

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑆

  
Dengan S adalah himpunan x sederhana atau S adalah himpunan y sederhana 

• S himpunan x sederhana,  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 𝜙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝜙2, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}   

Integral lipatnya : ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜙2

𝜙1

𝑑

𝑐
  

• S adalah himpunan y sederhana 

𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1 ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2}   

Integral lipatnya : ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝜑2

𝜑1

𝑏

𝑎
  

Contoh: 

1. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 dengan 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} himpunan y sederhana, maka integral 

lipatnya 

∫ ∫ 𝑥2𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥

0

1

0
= ∫ 𝑥2. 1

2
𝑦2|

𝑥
0

1

0
 𝑑𝑥       diintegralkan terhadap y ( x ditahan tetap konstan) 

                              = ∫ (𝑥2. 1

2

1

0
𝑥2) − (𝑥2. 1

2
 02)𝑑𝑥   variabel y diganti dengan nilai batas y 

                             = ∫ 1
2

1

0
𝑥4 − 0 𝑑𝑥 =  ∫ 1

2

1

0
𝑥4 𝑑𝑥 = 1

2
.
1

5
𝑥5|

1
0

= 1

10
𝑥5|

1
0

= 1

10
  

  

2. (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦  dengan  𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 1 ≤ 𝑥 ≤ 2,  𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 + 2} himpunan y sederhana, maka 

integral lipatnya 

∫ ∫ 𝑥2 + 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥+2

𝑥2

2

1
= ∫ 𝑥2𝑦 + 1

2
𝑦2|

x+2

x2

2

1
 𝑑𝑥  diintegralkan terhdp y (x ditahan ttp konstan) 

                = ∫ {(𝑥2(𝑥 + 2) + 1

2

2

1
(𝑥 + 2)2) − (𝑥2𝑥 + 1

2
 𝑥2)} 𝑑𝑥   

                      var y diganti dg nilai batas y 

                = ∫ { 
2

1
𝑥3 + 2𝑥2 + 1

2
(𝑥2 + 4𝑥 + 4) − (𝑥3 + 1

2
 𝑥2)} 𝑑𝑥  

                = ∫ { 
2

1
𝑥3 + 2𝑥2 + 1

2
𝑥2 + 2𝑥 + 2 − 𝑥3 − 1

2
 𝑥2} 𝑑𝑥  

               = ∫ { 
2

1
𝑥3 + 2𝑥2 + 1

2
𝑥2 + 2𝑥 + 2 − 𝑥3 − 1

2
 𝑥2} 𝑑𝑥  

               = ∫ { 
2

1
2𝑥2 + 2𝑥 + 2} 𝑑𝑥 = 2

3
𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥|2

1
   

               = (
2

3
23 + 22 + 2.2) − (

2

3
13 + 12 + 2.1) =

2

3
. 8 + 4 + 4 −

2

3
− 1 − 2 

                = 14

3
+ 5 =

29

3
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3. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 dengan 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦
1
3 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦

1
2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1} himpunan x sederhana, maka integral 

lipatnya 

∫ ∫ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑦

1
2

𝑦
1
3

1

0
= ∫  𝑥 |

𝑦
1
2

𝑦
1
3

1

0
 𝑑𝑦       diintegralkan terhadap x ( y ditahan tetap konstan) 

                            = ∫ (𝑦
1
2

1

0
− 𝑦

1
3)𝑑𝑦   variabel x diganti dengan nilai batas x 

                            = (2

3
𝑦

3
2 − 3

4
𝑦

4
3)|

1
0

= (2

3
. 1

3
2 − 3

4
.1

4
3) − (2

3
.0

3
2 − 3

4
. 0

4
3)  

                            = 2

3
− 3

4
= 2.4−3.3

12
= − 1

12
  

4. 𝑓(𝑟, 𝜃) = 𝑒cos 𝜃 dengan 𝑆 = {(𝑟, 𝜃): 0 ≤ 𝑟 ≤ sin 𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋} himpunan r sederhana, maka 

integral lipatnya 

∫ ∫ 𝑒cos 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃
sin 𝜃

0

𝜋

0
= ∫ 𝑒cos 𝜃𝑟|

sin 𝜃
0

𝜋

0
 𝑑𝜃      

                                              diintegralkan terhdp r ( ѳ ditahan ttp konstan) 

                                    = ∫ (𝑒cos 𝜃𝜋

0
. sin 𝜃 − 𝑒cos 𝜃 . 0)𝑑𝜃   variabel x diganti dg nilai batas x 

                                    = ∫ (𝑒cos 𝜃𝜋

0
. sin 𝜃)𝑑𝜃  

                                    = −𝑒cos 𝜃|
𝜋
0

= (−𝑒cos 𝜋) − (−𝑒cos 𝑜) = −𝑒−1 − (−1) = 1 −
1

𝑒
  

 

Catt : 

 ∫ 𝑒cos 𝜃 . sin 𝜃  𝑑𝜃 : misalkan 𝑢 = cos 𝜃 dan 
𝑑𝑢

𝑑𝜃
= − sin 𝜃  

                                                                              𝑑𝜃 =
𝑑𝑢

−𝑠𝑖𝑛 𝜃
      

 ∫ 𝑒cos 𝜃 . sin 𝜃 𝑑𝜃 = ∫ 𝑒𝑢. sin 𝜃 .
𝑑𝑢

−𝑠𝑖𝑛 𝜃
= − ∫ 𝑒𝑢 𝑑𝑢 = −𝑒𝑢 + 𝑐 = −𝑒cos 𝜃 + 𝑐  

 

 

5. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 dengan 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} himpunan x sederhana, maka integral 

lipatnya 

∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥

𝑥2

1

0
= ∫   𝑦 |

𝑥
𝑥2

1

0
 𝑑𝑥       diintegralkan terhadap x ( y ditahan tetap konstan) 

                            = ∫ (𝑥
1

0
− 𝑥2)𝑑𝑥   variabel x diganti dengan nilai batas x 

                            = (1

2
𝑥2 − 1

3
𝑥3)|

1
0

= (1

2
. 12 − 1

3
.13) − (1

2
. 02 − 1

3
.03)  

                            = 1

2
− 1

3
= 1.3−1.2

6
= 1

6
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