Pertemuan 5 KALKULUS Il

INTEGRAL RANGKAP

Integral Tentu
Misalkan

[f)dx=FXx)+C
| F@dx = F@IL = F6) - Pl
Contoh :
f2+5dx=;¥+542=(22+5ﬂ—(h2+50:{i4+uﬂ—(l1+@
' = (£410)— (245) = (&2) + (10— 5) = (245)
=(G+3)=(G+3)=7%
Kerjakan

L [P3x—ldx=2?—x[ = (2.2-.) - (02—.) =
2. f13x2 —xdx = %X __xl — ...

3. f_31 5x% + 2xdx = -

Integral lipat 2

Iy feaydA = [f, fCuy)dxdy = [f, f(x,y)dydx

Dengan R daerah berbentuk persegi panjang sederhana di bidang XY ( sejajar dengan sumbu koordinat)
R={(x,y):a<x<bhc<y<d}

b rd b d b b
|| remyaa= [ reo dvax = [ meoni@ax = | feodr= meolk
R a Jc a a
Dengan F; (x,y) adalah anti turunan/integral f(x, y) terhadap y, x ditahan agar tetap konstan.

Contoh :
fol foz x%y dydx = f x%2 2| dx diintegralkan terhadap y ( x ditahan tetap konstan)

= fol((xzézz) — (x2.202)) dx variabel y diganti dengan nilai batas y
=f012x2dx= §x3|(1)=(§13 O)=— %2 +y dydx
= folxzy + §y2|g dx diintegralkan terhadap y ( x ditahan tetap konstan)
= fol(xz. 2+ 1.2%) — (x*.0 + 20%)dx variabel y diganti nilai batas y
:f%m@+mdx=;ﬁ+zﬂé=(g3+zg—(@3+z®
2+6

_ 8
=s+2=2=2



3. f: ff x%siny dxdy = f0" %x3siny|i dy
diintegralkan terhadap x ( y ditahan ttp konstan)
= f:@_ 23siny) - (% 13siny) dy variabel x diganti nilai batas x
_ f”(Esiny) - (lsiny) dy = f:%siny dy
=7 —cosy |0 ~Icosy | = (~Zcosr) — (~Zcos0)

(3-D)- () =3e1=t

4, flz fogr. cosO dfdr = flzr. sin@l% drdiintegralkan terhadap © (r ditahan ttp konstan)
= ff (r.sin g) — (r.sin0) dr variabel © diganti nilai batas ©
= flz (r.1) — (r.0)dr
=f12rdr= %r2|i=(%.22) (t13)=2-1

N w

Integral lipat 3

Wy av

Contoh :
f_ll fl fog 3 — 2y%z dydzdx diintegralkan terhadap y ( x dan z ditahan ttp konstan)

f_ll fl f03 3 —2y%zdydzdx —f f x3y — 3z|0 dzdx
= [1 [2(x3.3 -2332) — (x.0 — 2032) dzdx
1) 3 3
1 2
= [, J; 3x® — 18z) dzdx
1 2
= [ 3x%z— 922|1 dx
= x3.2-9.22) - (3x3.1-9. x
[ (3x3.2-9.22) - (3x%.1-9.1%) d
= f_11(6x3 —36) — (3x* —9) dx
= [1,(3%3 - 27) dx
= x* 27x|
G1* 27.1) -C.(-D*=27.(-1) = -

Latihan
1 fol flz ny dydx = fol 2x. —y| 2 dx = -+

de = ...

1,2 1
2. [, Jyx+y?dxdy = 0%...2+yz....|0

3. [ flz 3x%cosy dxdy = -
4. ff JZ2r cos6 + 1 sin 6 dodr = ---
5. f_ll flz f03 xyZZ dZdydx = ..



Integral lipat atas daerah persegi panjang R dengan
daerah persegi panjang R terbagi menjadi

R1 R2

Misalkan diberikan daerah R dengan

Ry ={(xy)0<x<10<y<1}
R, ={(xy):1<x<30<y<1}
dan

(3 ;0=sx<10=<sy<1
f(x'y)‘{z ;1<x<30<y<1

[l FGoy)da = [f, fCoy)dA+ [, f(xy)da

maka
1
I, FG)ia = [} 3 fGeydrdy = 3 3 dwdy + [} [l 2axdy S} fGoy)ixdy = [[3xid dy +
1, .3
Js 2x|1dy
= [, (31-3.0)dy + [, (23 — 2.1) dy
= f01(3 —-0)dy + f01(6 —2)dy
= fol 3dy + f014-dy = 3y|(1) + 4y|(1)
=(B1-30)+41-40)=3+4=7
Latihan :
1. Diberikan
Ri={(y)—-1<x<11<y<2}
Rz:{(x,}’): 1Sx§3’1sysz}
tentukan

[l da=[f, dA+ [f, dA

/I, dA=[ [ dxdy+[ [ dxdy
= x| dy + - = -

2. Diberikan
Ri={(x,y):1<x<31<y<2}
R, ={(x,y):1<x<32<y<3}
tentukan

[y dA = [fp dA+ [f dA
[l dA=[ [ dydx+[ [ dydx=--

3. Diberikan
Ri={(xy):0<x<21<y<2}
R, ={(x,y):0<x<22<y<3}
Dengan

X = <
Fen={ crerieyez

) —_ i

tentukan



Jlz feuy)dA = [fp fCuy)dA+ [f, f(x,y)dA

Integral lipat atas daerah bukan persegi panjang
Jl; feey)dA = [[; f(x,y)dxdy = [[; f(x,y)dydx

Dengan S adalah himpunan x sederhana atau S adalah himpunan y sederhana

Contoh:

1.

2.

S himpunan x sederhana,
S={xy)¢p1<x<¢c<y<d}
Integral lipatnya : fcd f¢12f(x, y)dxdy
S adalah himpunan y sederhana
S={(x,y):a<x<b,p; <y < p,}
Integral lipatnya : f; f(;olzf(x, y)dydx

f(x,y) = x?ydengan S = {(x,y):0 < x < 1,0 < y < x} himpunan y sederhana, maka integral
lipatnya
folf x2y dydx = flxz 1y? |0 diintegralkan terhadap y ( x ditahan tetap konstan)
= fo (x%.1x%) — (x2.20%)dx variabel y diganti dengan nilai batas y
= folgx“’ —0dx = folgx“‘ dx = 11x® (1) = —x5|(1) L

(x,y) =x?+y dengan S = {(x,y):1 < x <2, x? <y < x + 2} himpunan y sederhana, maka
integral lipatnya

f fx+2 2+ ydydx = f xly + 1 2|X:22 dx diintegralkan terhdp y (x ditahan ttp konstan)
=L{@%x+@+;&+2)y—@%+;ﬁndx
var y diganti dg nilai batas y
= flz{ X3 +2x% +2(x%* +4x +4) — (x* +2x%)} dx
= flz{ x3+2x% + 2%+ 2x + 2 —x3 —1x%}dx
= [l + 207 + 2 4 20 + 2 — 3 — 22} dx
= flz{ 2x% + 2x + 2} dx = 2x3 + %% + 2x|2
=(b3+ﬁ+22) (1&+ﬁ+21)__8+4+4—-—1—2

— 14
=%45=2



3. f(x,y) =1denganS$ = {(x, y):y§ <x< y%,O < y < 1} himpunan x sederhana, maka integral
lipatnya

1 1
fol fyf 1dxdy = f01 X |J/i dy diintegralkan terhadap x ( y ditahan tetap konstan)
y3 3

= fol(y% — y%)dy variabel x diganti dengan nilai batas x
—(gyz_;}”) O—(g- 2= 3)_(5- 2= 3)

2 24-33 _ _ 1

3 12 12
4. f(r,0) =e%dengan S = {(r,0):0 <r <sinh,0 < A <} himpunan r sederhana, maka
integral lipatnya

7 sin@ 0 (T g..15in 0
Jo Jyecos? drde = [ ecsfr| 0 de

diintegralkan terhdp r ( e ditahan ttp konstan)

_3—
4

= fO"(e""SG .sinf — es9,0)d@ variabel x diganti dg nilai batas x
= [;'(e**s9 .sin6)do

_ _cos0|™ _ ¢ cosmy _ (_,c050y — _,-1_(_1y—1_21

=—e |0—(e ) — (—e®059) e (-D=1--
Catt :
[es8 sin@ d6 : misalkan u = cos danj—g = —sin6

du
de_—sin@
cosf _ U o du u _ _Lu _ __,cos@

Je©s? singdf = [e.sin.—— =—[edu=—e"+c=—e“%" +¢

5. f(x,y) =1denganS = {(x,y):0 < x < 1,x? < y < x} himpunan x sederhana, maka integral
lipatnya

fol f;z 1dydx = fol y |;2 dx  diintegralkan terhadap x ( y ditahan tetap konstan)
= fol(x — x?)dx variabel x diganti dengan nilai batas x

1
= (x* - §x3)|0 = (12 -113) - (2.0%-10%)
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