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Pertemuan 9 KALKULUS III 
 

VOLUME 
 

 

Volume daerah menggunakan integral lipat 2  

• Benda dibawah permukaan 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) dengan alas persegi panjang 

 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎
= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
     

 

 

 
 

• Benda dibawah permukaan 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) dengan alas daerah S himpunan x sederhana, 𝑆 =

{(𝑥, 𝑦): 𝜙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝜙2, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}  

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜙2

𝜙1

𝑑

𝑐
  

 

• Benda dibawah permukaan 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) dengan alas daerah S himpunan y sederhana, 𝑆 =

{(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1 ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2}  

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝜑2

𝜑1

𝑏

𝑎

 

• Benda dibawah permukaan 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑔(𝑟, 𝜃) dengan alas daerah S bagian dari 

lingkaran sederhana, 𝑆 = {(𝑟, 𝜃): 𝜃1 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃2, 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2}  

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ 𝑔(𝑟, 𝜃) 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟2

𝑟1

𝜃2

𝜃1
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Contoh : 

1. Tentukan volume benda dibawah permukaan 𝑧 + 𝑦 = 5 diatas persegi panjang 

 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,0 ≤ 𝑦 ≤ 4} 

 

                  
 

 

 

Alasnya di bidang XY 

 

  Jika alasnya pada bidang XY, maka tingginya adalah Z, dari fungsi permukaan    

   𝑧 + 𝑦 = 5 

  maka 𝑧 = 5 − 𝑦 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 5 − 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
4

0

3

0
= ∫ 5𝑦 − 1

2
𝑦2|

4
0

3

0
𝑑𝑥  

                                                  = ∫ (5.4 − 1

2
. 42) − 0

3

0
𝑑𝑥  

                                                 = ∫ 12
3

0
𝑑𝑥 = 12𝑥|3

0
= 12.3 − 0 = 36  

atau 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 5 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
3

0

4

0
= ∫ 5𝑥 − 𝑥𝑦|3

0

4

0
𝑑𝑦  

                                                  = ∫ (5.3 − 3𝑦) − 0 𝑑𝑦
4

0
  

                                                  = ∫ 15 − 3𝑦 𝑑𝑦
4

0
  

                                                  = 15𝑦 − 3

2
𝑦2|

4
0

= 15.4 − 3

2
42 = 36   
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2. Tentukan volume benda di oktan I dibawah permukaan 𝑧 + 𝑥 + 2𝑦 = 4 

                                                                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

permukaan 𝑧 + 𝑥 + 2𝑦 = 4 

 memotong sumbu x pada titik (4,0,0) karena pada sumbu x, 

 nilai 𝑦 = 0 dan 𝑧 = 0 

               𝑧 + 𝑥 + 2𝑦 = 4 

                   0 + 𝑥 + 2.0 = 4 

                                      𝑥 = 4 

Dengan cara yang sama, permukaan benda memotong sumbu y pada titik  

(0,2,0) dan memotong sumbu 2 pada titik (0,0,4) 

 

 Alas benda di bidang XY 

                                  

 Pada bidang XY nilai 𝑧 = 0, maka fungsi batasan daerah alas 

  𝑧 + 𝑥 + 2𝑦 = 4   

0 + 𝑥 + 2𝑦 = 4 

  𝑥 + 2𝑦 = 4  

         2𝑦 = 4 − 𝑥 

         𝑦 =
4−𝑥

2
 

          𝑦 = 2 −
1

2
𝑥 

 

Garis 𝑥 + 2𝑦 = 4 memotong sumbu x ( 𝑦 = 0 ) 

             𝑥 + 2.0 = 4 

     di             𝑥 = 4, maka 

S himpunan y sederhana, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 4,0 ≤ 𝑦 ≤ 2 − 1

2
𝑥}   

 

Jika alas yang kita ambil pada bidang XY, maka tinggi bendanya adalah Z. 

x+2y=4 

2 

𝑥 

𝑧 

𝑦 

4 

4 
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𝑧 + 𝑥 + 2𝑦 = 4 

𝑧 = 4 − 𝑥 − 2𝑦) 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ 4 − 𝑥 − 2𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
2−1

2
𝑥

0

4

0
= ∫ 4𝑦 − 𝑥𝑦 − 𝑦2|

2 − 1

2
𝑥

0          

4

0
𝑑𝑥  

                                                    = ∫ 4(2 − 1

2
𝑥) − 𝑥(2 − 1

2
𝑥) − (2 − 1

2
𝑥)24

0
𝑑𝑥  

                                                    = ∫ (8 − 2𝑥) − (2𝑥 − 1

2
𝑥2) − (4 − 2𝑥 + 1

4
𝑥2)

4

0
𝑑𝑥  

                                                    = ∫ 8 − 2𝑥 − 2𝑥 + 1

2
𝑥2 − 4 + 2𝑥 − 1

4
𝑥24

0
𝑑𝑥  

                                                    = ∫ 4 − 2𝑥 + 1

4
𝑥24

0
𝑑𝑥  

                                              =  4𝑥 − 𝑥2 + 1

4
. 1

3
𝑥3|

4
0

   

       =  4𝑥 − 𝑥2 + 1

12
𝑥3|

4
0

      

                      = (4.4 − 42 + 1

12
. 43) − 0 =  1

12
. 43 = 64

12
 

 

 

 

3. Tentukan volume benda diatas bidang XY didalam tabung parabola 𝑦 = 𝑥2 dan 

dibawah bidang miring 𝑦 + 𝑧 = 4 

                                     

 

  Alasnya di bidang XY 

 
 

Alas di bidang XY ( 𝑧 = 0) dibatasi bidang miring   

𝑦 + 𝑧 = 4 

𝑦 + 𝑧 = 4 

𝑦 = 𝑥2 
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𝑦 + 0 = 4 

       𝑦 = 4 

Titik potong antara kurva 𝑦 = 𝑥2 dan 𝑦 = 4 adalah 

𝑦 = 𝑥2 = 4 

         𝑥2 = 4 

         𝑥 = 2 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 = −2 

  Maka alas merupakan himpunan y sederhana,  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦): −2 ≤ 𝑥 ≤ 2, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 4}   

 Jika alas yang kita ambil pada bidang XY, maka tinggi bendanya adalah Z. 

𝑦 + 𝑧 = 4 

       𝑧 = 4 − 𝑦 

  𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ 4 − 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
4

𝑥2

2

−2
= 2 ∫ ∫ 4 − 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥

4

𝑥2

2

0
= 2 ∫ 4𝑦 − 1

2
𝑦2|

4 

𝑥2

2

0
𝑑𝑥  

= 2 ∫ (4.4 − 1

2
42) − (4𝑥2 − 1

2
(𝑥2)2|

4 
𝑥2

2

0
𝑑𝑥  

= 2 ∫ (8 − 4𝑥2 + 1

2
𝑥4)

2

0
𝑑𝑥     

                                                           = 2 (8𝑥 −
4

3
𝑥3 +

1

10
𝑥5)|

2
0

 

                                                           = 2 (4.2 −
4

3
. 23 +

1

10
25) 

                                                           = 2 (8 −
32

3
+

32

10
) = ⋯    

 

Volume dalam koordinat tabung 

Perubahan alas di bidang XY dari koordinat kartesius ke polar 

𝐿𝑢𝑎𝑠 = ∬ 𝑑𝐴
𝑆

= ∬ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑆

= ∬ 𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟
𝑆

 

Tinggi permukaan benda adalah Z, perubahan 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) menjadi 𝑧 = 𝑓(𝑟, 𝜃) dengan 𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃   dan 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

Contoh : 

1. Tentukan volume benda di oktan I didalam tabung 𝑥2 + 𝑦2 = 9 dibawah permukaan 

𝑧 = 5 
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Alas di bidang XY    

                      

 𝑆 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 3, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
} 

 Tingginya Z, permukaan 𝑧 = 5 , maka 

 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 =  ∫ ∫ 𝑧. 𝑟𝑑𝜃
𝜋
2

0

3

0
𝑑𝑟 = ∫ ∫ 𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝜃

𝜋
2

0

3

0
𝑑𝑟 = ∫ ∫ 5𝑟𝑑𝜃

𝜋
2

0

3

0
𝑑𝑟 

          = ∫ 5𝑟𝜃|
𝜋

2

0

3

0

𝑑𝑟 

          = ∫ 5.
𝜋

2
𝑟

3

0

𝑑𝑟 =
5𝜋

4
𝑟2|

3
0

=
45

4
 𝜋 

  

 

 

 

2. Tentukan volume benda di atas bidang XY didalam tabung 𝑥2 + 𝑦2 = 9 dibawah 

permukaan 𝑦 + 𝑧 = 5 

                                

                                               

 

Alas di bidang XY    

𝑥2 + 𝑦2 = 9 
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 𝑆 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 3, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋} 

 Tingginya Z, permukaan 𝑦 + 𝑧 = 5 , 

𝑧 = 5 − 𝑦  

𝑧 = 5 − 𝑟 sin 𝜃   

 maka 

 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 =  ∫ ∫ 𝑧. 𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

3

0
𝑑𝑟 = ∫ ∫ 𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝜃

2𝜋

0

3

0
𝑑𝑟  

           = ∫ ∫ (5 − 𝑟 sin 𝜃) 𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

3

0
𝑑𝑟  

           = ∫ ∫ (5𝑟 − 𝑟2 sin 𝜃) 𝑑𝜃
2𝜋

0

3

0
𝑑𝑟  

          = ∫ 5𝑟𝜃 − 𝑟2. − cos 𝜃|
2𝜋

0
3

0
𝑑𝑟     

          = ∫ 5𝑟𝜃 + 𝑟2 cos 𝜃|
2𝜋

0
3

0
𝑑𝑟  

          = ∫ (5.2𝜋𝑟 + 𝑟2 cos 2𝜋) − (5.0. 𝑟 + 𝑟2 cos 0)
3

0
𝑑𝑟  

          = ∫ (10𝜋𝑟 + 𝑟2. 1) − (0 + 𝑟2. 1)
3

0
𝑑𝑟  

          = ∫ 10𝜋𝑟
3

0
𝑑𝑟 = 10𝜋

2
𝑟2|

3
0

= 5𝜋. 32 = 45𝜋  

3. Tentukan volume benda diatas bidang XY di oktan I dan II yang dibatasi oleh 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 dan 𝑥2 + 𝑦2 = 16 dibawah permukaan 𝑧 = 3 

                                    
 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

𝑥2 + 𝑦2 = 16 
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Alasnya di bidang XY 

 

 

 𝑆 = {(𝑟, 𝜃)|3 ≤ 𝑟 ≤ 4, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋} 

 Tingginya Z, 𝑧 = 3 

 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 =  ∫ ∫ 3𝑟𝑑𝑟
4

3

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 3

2
𝑟2|

4
3

𝜋

0
𝑑𝜃 = ∫ 3

2
42−3

2
32

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = ∫ 21
2

𝜋

2
0

𝑑𝜃 = 21

2
𝜃|

𝜋

2

0
= 21

4
 𝜋 

Volume dengan integral lipat 3 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∭ 1 𝑑𝑉

𝐵

 

• Kotak persegi panjang 𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝑒 ≤ 𝑧 ≤ 𝑓} 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ ∫ 1 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑓

𝑒

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎
  

 

• Benda yang dibatasi oleh 𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑
1

≤ 𝑦 ≤ 𝜑
2

, 𝜗1 ≤ 𝑧 ≤ 𝜗2} 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ ∫ 1 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝜗2

𝜗1
  

𝜑2

𝜑1

𝑏

𝑎
  

 

• Benda yang dibatasi oleh 𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝜎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝜎2, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝜗1 ≤ 𝑧 ≤ 𝜗2} 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ ∫ 1 𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜗2

𝜗1

𝜎2

𝜎1

𝑑

𝑐
  

 

• Benda yang dibatasi oleh 𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝜎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝜎2, 𝜑
1

≤ 𝑦 ≤ 𝜑
2

, 𝑒 ≤ 𝑧 ≤ 𝑓} 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∫ ∫ ∫ 1 𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝜑2

𝜑1

𝜎2

𝜎1

𝑓

𝑒
  

 

• Benda merupakan bagian dari bola 

Menggunakan koordinat Bola 

𝑥2 + 𝑦2 = 16 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 
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dengan 

𝑥 = 𝜌 sin 𝜑 cos 𝜃 

𝑦 = 𝜌 sin 𝜑 sin 𝜃 

𝑧 = 𝜌 cos 𝜑 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜌2 sin 𝜑 𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜑 

maka 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∭ 𝜌2 sin 𝜑 𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜑

𝐵

 

 

                    

 
 

 

Dengan batasan 

• Untuk 𝜃 adalah  0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 pada bidang XY dimulai 0 dari sumbu X positif 

bergerak berlawanan dengan jarum jam.  

Dalam gambar bergerak dari   𝜃1 ke 𝜃2 berlawanan jarum jam. 

• Untuk 𝜑 adalah  0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋 pada bidang XY bergerak melingkar keatas 

sesuai permukaan bola berlawanan dengan jarum jam.  

Dalam gambar bergerak dari   𝜑
1
 ke 𝜑

2
 berlawanan jarum jam. 

•  Untuk 𝜌 adalah  𝑝 ≥ 0 merupakan jarijari bola. Dalam gambar seperti kulit 

bola, bergerak dari jarijari dalam   𝜌
1
 ke jarijari luar 𝜌

2
. 

 

 

 

 

 

 

𝜃1 

𝜃2 

𝜑1 

𝜑2 
𝜌1 

𝜌2 
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   Contoh  

1.   Tentukan volume bola  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9 di oktan I  

                                

 

𝐵 = {(𝜌, 𝜃, 𝜑): 0 ≤ 𝜌 ≤ 3, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

2
}  

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = ∭ 𝜌2 sin 𝜑 𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜑
𝐵

= ∫ ∫ ∫ 𝜌2 sin 𝜑 𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜑
3

0

𝜋

2
0

𝜋

2
0

  

              = ∫ ∫   
1

3
𝜌3 sin 𝜑|

3
0

𝑑𝜃𝑑𝜑
𝜋

2
0

𝜋

2
0

 

        = ∫ ∫   
1
3

33 sin 𝜑 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝜋

2
0

𝜋

2
0

  

        = ∫ ∫ 9 sin 𝜑  𝑑𝜃𝑑𝜑
𝜋

2
0

𝜋

2
0

  

        = ∫  9𝜃 sin 𝜑|
𝜋

2

0
  𝑑𝜑

𝜋

2
0

  

        = ∫  9.
𝜋

2
sin 𝜑  𝑑𝜑

𝜋

2
0

   

        =
9𝜋

2
. − cos 𝜑|

𝜋

2
0

 

        = (−
9𝜋

2
cos

𝜋

2
) − (−

9𝜋

2
cos 0)|

𝜋

2

0
  

       = (−
9𝜋

2
. 0) − (−

9𝜋

2
. 1)|

𝜋

2

0
=

9𝜋

2
     

Soal : 

1. Tentukan volume benda di atas bidang XY yang dibatasi    

𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,1 ≤ 𝑦 ≤ 2} dan permukaan 𝑧 = 9 − 𝑦2 

2. Tentukan volume benda di oktan I yang dibatasi 2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 6 

3. Tentukan volume daerah di atas bidang XY dibatasi oleh 𝑥2 + 𝑦2 = 4, 𝑥2 + 𝑦2 = 9 

dan 𝑧 + 𝑦 = 4 
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𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9 


