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Tujuan Pembelajaran

1. Memahami dan menjelaskan tentang gelombang berulang
2. Memahami dan menjelaskan Metode Fourier meliputi metode fungsi

berulang



Gelombang—Gelombang Berulang Kompleks

Setiap bentuk gelombang yang lain daripada N | 1 ]
. . X \ fln= /9*5m>
gelombang sinus atau kosinus, yang berulang : /[y : Gelombang Fungsi
kembali pada setiap selang waktu yang teratur | -af— 2 X J”/ et Berulang (a) sinusoida
(a) (b) (b) segitiga (c)
(regular  interval)  dinamakan  sebagai " o segiempat (d) gigi
gelombang berulang kompleks (complex : T I gergaji
repetitive wave).
() (d)

Sinusoida merupakan salah satu fungsi matematika berulang yang paling sederhana. Sinyal sinusoida dengan
frekuensi yang berubah-ubah adalah salah satu sinyal yang paling banyak digunakan dalam uji coba peralatan
elektronika. Fungsi-fungsi berulang lainnya seperti gelombang segiempat, gelombang segitiga dan gelombang
gigi gergaji, yang merupakan bentuk-bentuk gelombang penting dalam teknik elektro, tidak sesederhana fungsi
sinusoida. Spektrum untuk setiap gelombang berulang kompleks dapat diperoleh dengan suatu metode matematis

yang dikenal sebagai metode Fourier.



Deret Fourier

Deret fourier dipakai sebagai perangkat untuk menghitung spektrum dari sinyal periodik. Untuk sinyal

bukan periodik, perangkat yang digunakan adalah transformasi fourier.
1. Fungsi Berulang (Periodik)

Jika suatu fungsi f (t) mempunyai bentuk gelombang (yaitu lengkungan f (t) yang dilukis terhadap
sumbu waktu t) sedemikian hingga

[{O N IR ) T ¢ )

Maka fungsi itu dikatakan berulang dengan perioda T. (Frekuensi f = %H z). Ahli matematika

Perancis Jean Baptise Joseph Fourier membuktikan bahwa setiap fungsi berulang sembarang dapat

diwakili oleh suatu deret sinusoida tak hingga (Mismail, 1997: 181), yaitu:

(t) = =ay + a; coswyt + a, cos 2wyt + ...+ by cos wyt + b, cos 2wyt ... .....
5 do 1 0 2 0 1 0 0



Deret Fourier

Secara ringkas ditulis sebagai (Mismail, 1997: 181):

; =
f(t) = ~ o + 2 (a, cosnwyt + b, sinnwet)|  (2)

n=1
Dimana:
W = 2nf = 2?n(Frekuensi sudut dasar)
a, & b, = koefisien Fourier yang besarnya tergantung pada f(t)
ag = ordinat rata-rata atau komponen searah f(t)
Suku
aq Cos wot + b; coswyt = komponen dasar yang mempunyai frekuensi dan perioda sama seperti gelombang
aslinya.
Suku

a, Cosnwyt + b,, cos nwyt= komponen harmonisa ke-n pada fungsi {(t)

Persamaan (2) disebut sebagai deret Fourier trigonometri dari f(t)



Deret Fourier

Nilai koefisien a dan b dapat ditentukan dengan mengintegrasikan kedua ruas persamaan (2) sepanjang

periodanya, yaitu:

T T ~ [T
1

ff(t)dt = fzaodt + Z f(an cosnwyt + b, sinnwyt)dt (3)

0 0 n=11o

Kita selesaikan persamaan setiap suku dalam sigma (3;) pada% persamaan (3), yakni:
T T
f a, cos nwyt dt + f b, sinnwyt dt

0
0

a b

j(an cosnwyt + b, cosnwyt)dt =
0

n . T n T
= —|SInnwyt|yg —— [COSnwyt
- [sinnaot]] — - cos naot]]
aTl . . n
= — [sinnwyT — sinnwy0] — ——[cosnwyT — cos nwy0]

nw, nw,



Deret Fourier

Karena, T = 27/, maka

T
a
j(an cos nwyt + b,, cos nwyt)dt = —— [sinn2w — sin 0] — —— [cos n2m — cos 0]
nw nwy
’ b
a
= —[0-0]——[1—-1]
nw nwg
= 0 (nol)

Setiap suku dalam sigma (.) adalah 0 (nol), maka:
[ T

2 j(an cos nwyt + b,, cosnwyt)dt| =0
n=1\o

sehingga persamaan (3) diubah menjadi: T T

ff(t)dt=f%a0dt (4)
0

0



Deret Fourier

Persamaan (4) diselesaikan, sedemikian hingga didapat persamaan untuk a:
T

fo(t)dt = f apdt = [agt]) = ao[T — 0] = q,T
0

0

Sehi ;
cHmgsa Jika kedua ruas persamaan (3) dikalikan dengan cos mwgt dan m adalah

T
2
=T0jf(t)dt (5)

bilangan bulat, maka:

T

- . - . - -
J f(t) cosmwyt dt = cosnwyt j aydt + z f cos nwyt dt + z b,, J cos nwyt dt (6)
0 i n=1 0 n=1 0 |

Jika diselesaikan analisa matematikanya untuk setiap integral:
T

jl tdt = —0 t]7 = —°_[sinm2m — sin0] = —2 [0 — 0] = 0
5 Qo COS MW = mo; sin nw, meo sinm2m — sin Mo

0



Deret Fourier

Untuk persamaan dalam sigma. Dengan mengingat rumus

fungsi trigonometri:

cos Acos B = %:[cos (A +B) + cos (A - B]]
cosAsinB = %:[sin (A + B) - sin (A - B)]
sin AcosB = %;[sin (A + B) +sin (A - B)]
sinAsinB = -%:[cos (A + B)-cos (A-B)]

Ada dua kemungkinan nilai m dan n, yaitu: m#=ndanm=n

T
f cosmw,tsin nwyt dt
0

Adaptif, Kreatif, Inovatif

1 T
Ef sin(m + n) wet — sin(m — n) w,ytdt
0

1| Garmeg cos(m + n) wyt
2
cos(m — n)wyt
| (m—n)wg ( ) 0 0
1 [cos(m+n)2m—cos0 cns{m—n]Zn—cusﬂ]
2L (m+n)wg (m—n)wg
1[ 11 1—1 ]
2 l(m+n)wg (Mm—n)wg
0 (nol)

Teknik Elektro
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Deret Fourier

Untuk m =n "‘?“'
T r J- cos*nwgt dt = sz
cosmwytcosnwyt dt = cosnwytcosnwyt dt 0
0 0 T T
T T J- COS Mwytsin nwyt dt = I cosnwytsinnw, t dt
J- cos’nw,t dt = f cosnw,ytd(sinnw,t) 0 °
0 0 1
. : = — | sin(n+ n)wyt —sin(n —n) wyt dt
= |cosnwytsin n wyt — [ sinnwytd(cos nwgt)] EL ( )0 ( )@
= |cosnwytsinn wyt + J- sin? nmutdtJ 1T
! = 5 sin(n + n) wytdt
0
= |cosnwytsinn wyt + J-(l — cosznwntjdtJ 177
L = —[ sin 2n wytdt
2 1]
= |cosnwytsinn wyt + J- dt — [ cos®nw,t dtJ 11 —1 T
- = —I casEnmutJ
T 2 12nwy 0
ZJ cos’nw,t dt = [cosnwytsinnw,t + t]3] -1
0 = e [cosd4mn — cos0]
. . o
= [(cosn2msin2m + T) — (cos0sin0 + 0)] 1
_ = [1—1]
=T dnwy
= 0 (nol)

. . . Teknik Elektro
Adaptif, Kreatif, Inovati . .
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Deret Fourier

Setiap suku di ruas kanan pada persamaan (6.6) di atas adalah

sama dengan nol. Kecuali untuk m = n, untuk persamaan

T
J, cosmagtcos nwyt dt:

T
f cos magtcos nwyt dt
0

T
anj cos*nwgt dt
0

T
anE

Sehingga persamaan (6.6), untuk m = n, dapat ditulis sebagai:

T T

'f(r) cosma@yf df = aﬂjcnsm&hrcusnmnx dt

0 0

3 T T
f(f)cosnatdt = a”jcmn%rmﬁn%t .r:l’;r=a“-‘l.-:|:rs2 neyt dr

0 0 0

T T
Ft)cosnayt dr = a 5

]

Adaptif, Kreatif, Inovatif

Maka:

I
2
i, =F!f(a‘}cnsnmnr dt

(6.7)

n=1,2,3,...(bilangan bulat)

Jika kedua ruas persamaan (6.3) dikalikan dengan sinmwgt dan m
adalah bilangan bulat, dengan cara yang sama:

T
jf(r)smmm,;.mr=smmmnr
0

- T - T
J%ﬂnfﬁ+ Zanjmsnajgr dar+ Zb,,]sinnmm dr| (6.8)
0 =l =l

Jika diselesaikan analisa matematikanya untuk setiap integral:

T .
L la, smmayt dt

—a,

e [cosmmurﬂ

-a,
Zmay,
—[1-1]
2man,

0 (nol)

[cnsm?.;ar - msﬂ]

Teknik Elektro
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Deret Fourier

Untuk m=n Untukm=n
T T _ T T,
Lsnlm&;orcogn%r i = 1 sin(m+n)ayt +sin(m—n)ayt dt Iuﬂﬂm%ff@?”%f dr = Lsmnahrcusnaht dt
— T - -
= 1 — cos{m+n)mgf— cos(m —n}caﬂr:| - % Eﬂﬂ{ﬂ + ”)'m:'r +sm(n— H)ﬂ}:,f dt
2 _{m+n}mu (m —n)ey o - .
l_cus(m+n}2f—cosﬂ_cos{m—n}lx—cusﬂ = %Lﬂiﬂ(?i+ﬁ}fﬂo! d.F:%ISiﬂQﬂ{qu dt
= 2 | {m + n)ay {m — e 0
ol 14 1-1 } = % ’;4111; cnsznmﬂrt = ﬁ[ﬂ:nsdﬁm —cosﬂ]
= 3 -— i
; _(?"';"}ﬁ’h (m — n)ax, _ Hég[l _]]
= no
(nol) = 0 (nol)
T IT- ts1 tdr LT 1 st tdt
SU1IR SUH = SR SMA
jﬂsin maytsmnayt di = - Jf_[:{-:os(m + m)ant —cosln — n)ayt df 0 “ “ “ “
T
- 2 _ _ -
= %[( +1} sin(m + n}muf—{ 1} sin(m—n]lmur]r J:sm et dr ) Lsmnavﬂi d(cosnay)
M+ M m-n
o < ‘ = —{ﬁiﬂn&lnrcc-snmur—’l.cosnmur d(sinn&)uf)l
_ l|:si.|1{m+ )27 —sin0 sin{m—n}l;r—sjnﬂ:|
-2 (m +m)ay (m —m)axy = —lsmnmnrcosnmur—fcosz n gyt drl
1 0-0 0-0
= E[{m+nj% _{m_nj%} = I— SN M, COSH @,T +j‘(]—5:i.1:12 negt) drl

= 0 (nol) - I—smnmurccsnmur+_[df—jsm2 n-:ilufdi‘l

. . . Teknik Elektro
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Deret Fourier

T, ) :E Setiap suku di ruas kanan pada persamaan (0.8) adalah sama
2.[0 sin” neat dr = [-sinnetcosnayt +1 dengan nol. Kecuali untuk m = n untuk pers
= [(—5innbrmsn2¢r+ T)—(—sm0OcosO+ EI}] _r: sin meawgtsinnwgt dt:
= T T T T
by, f sin megtsinnawgt dt = by f sin° nwgt dt = by, 3
Atau, ° °
Sehingga persamaan (6.8), untuk m = n, dapat ditulis sebagai:
_[T sin” nayt dt= j/ ¢ ’
0 2 j-f{f}smmmﬂf di = b, |smmaytsmnaytde
0 [
T
= b, |smnayfsmnayt di
[
T
= b, |sin® noyt dt
[
I T
[f)sinnantdt = b~
5 2
Maka:
2 -
b, =?_|' flf)sinna,t dt (6.9)
0

n = 12.3,..[bilangan bulat)

Adaptif, Kreatif, Inovatif

Teknik Elektro
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Deret Fourier

Koefisien-koefisien Fourier dapat kita tulis kembali:

f(ndt

a, =% 'f{r)cnsnmnr dt

F-:I

b == f(Osinneay di

n =1,2,3,...[bilangan bulat)

Adalah koefisien untuk deret Fourier trigonometri:

fO)=3ay+ (a, cosnayt +b, smnayt)
n=1

Adaptif, Kreatif, Inovatif

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Tampak persamaan (6.10) merupakan kasus khusus untuk
persamaan (6.11), dimana n = 0. Karena alasan itu juga, maka suku

konstantanya menggunakan %au bukan ay.

Dengan cara yang sama, dapat juga dibuktikan bahwa integrasi
sepanjang setiap selang T memberikan hasil yang sama (misal: dari t
sampai dengan to + T) yaitu:

1+T

“ :% ;[f{r)dr (6.14)
a, =Erﬂj}(r]c{)snmﬂf dt n=12,3 (6.15)
7| L5 T '

) r:+T .
b, =? J.f(r)smnm,:,r dt n=12,3,.. (6.16)

Teknik Elektro
Fakultas Teknologi Industri



Analisa Deret Fourier untuk Pulsa Segi Empat

6.4.1. Analisa Deret Fourier untuk Pulsa Segi Empat]|
Misalkan suatu rangkaian menghasilkan bentuk pulsa seperti
yang ditunjukkan dalam gambar 6.2.

fit)
F Y T
6 ﬁ
-2 -1 0 2 3 5 bt

Gambar 6.2 Gelombang Pulsa Segiempat

Dari gambar 6.2 bisa kita lihat bahwa:

W] —2<t<-—1
fy =46 ~1<t<1 dan f+dH=f@
W] l<f=<2

— " 2t _Im m
=4, 1Ma H—}mﬂ—?———E

Adaptif, Kreatif, Inovatif

o

Qn

b

t+T

% | £yt
Iy

%_[116 df=¥[r]l_. =1—(=D)]=3x2=6

4 g+

? J-f{r}cnsnm:,r dt

i

2 AT 3x2T . nx T
I.Elﬁ cosnyl dif = 3_[\1':"5 tdi= [smTJ‘}

2 HT 2 1.
6| . nm . —nx 6| . nw . HT ] . HT
—|sin——zin =—|sin——(—zin—1) |= 2eim—
HT 2 2 nT 2 2 T 2
12 . nx
HT 2

r+T

2 )
— fysinna,t dt
= :[ f(f)sinnay,

1
1 1 2 ;

E[ﬁsiﬂﬁﬂhfcf?=3j- sinﬂrdr=3x_ —cost

444 = 2 T 2 1,

6 T —nT 6
— = =—I|-0+0]=0
mr{ ED5T+CDE 2 } mr[ i ]

Teknik Elektro
Fakultas Teknologi Industri



Analisa Deret Fourier untuk Pulsa Segi Empat

Maka, deret fourier trigonometri untuk gelombang pulsa segi
empat gambar (6.2) adalah:

S0

a0 + > a, cosnayt
Tl

I PR

. AT
| nﬁsm?cosnmﬂf — @ = mfg
Tl

= 3+E:£s£|:lﬂr:t:-sE
—nr 2 2

1. Grafik Komponen Gelombang Dasar Gelombang Segi
Empat
Sesuai definisi sebelumnya bahwa suku a;coswyt + bysinwgt
adalah: komponen dasar yang mempunyai frekuensi dan perioda
sama seperti gelombang aslinya. Di mana:

al=Esi11£=E dan b =0
b8 2 o

mr

ingga k 12 T
Sehingga komponen dasarnya adalah: —cos -

Adaptif, Kreatif, Inovatif

fungsi fit)

-2 -1 0 1 2 3 4 5 B
waktio t

Gambar 6.3 Simulasi Komponen Gelombang Dasar untuk
Gelombang Pulsa Segi Empat Gambar 6.2

Teknik Elektro
Fakultas Teknologi Industri



Analisa Deret Fourier untuk Pulsa Segi Empat

2. Grafik untuk Gelombang Berulang
Persamaan (6.26) adalah persamaan gelombang berulang
untuk gelombang pulsa segi empat gambar 6.2. Program dibuat untuk

IH12iz cos(1/2 at)din cos (32 tt)
beberapa harmonisa sehingga pada gelombang tampak perubahan 7| . ﬁ .' f
bertahap yang terjadi setiap harmonisa. T A VAT N AN AN A YA
: [ ol Y.
| | { H |
5 | | | R
E LR ] 112 I ll ll
{ II . |I
4
BEERERER
= 3 | |
(1 S RSN SOSMRNOMOURNN S FOL SOPPRRON, SV A 1. SR | = II | II k |
|l I
| | |
' e | - -
| ) b
g’ offih - LA ST/ W U N
1 § I i .| . . : t.‘,l \ I'-,,'. ...-J
. _' | | | .. ' I -é -4 -2 0 2 alt 3 ‘i
[ 3! i i | I 1 .. k1 ] 1

-3 0 3 i L]
1

Gambar 6.4.a Simulasi Gelombang Berulang untuk Gelombang
Pulsa Segi Empat Gambar 6.2 pada harmonisa ke-1

Gambar 6.4.b Simulasi Gelombang Berulang untuk Gelombang
Pulsa Segi Empat Gambar 6.2 pada Harmonisa ke-3

. . . Teknik Elektro
Adaptif, Kreatif, Inovati
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Analisa Deret Fourier untuk Pulsa Segi Empat

2. Grafik untuk Gelombang Berulang
Persamaan (6.26) adalah persamaan gelombang berulang
untuk gelombang pulsa segi empat gambar 6.2. Program dibuat untuk

beberapa harmonisa sehingga pada gelombang tampak perubahan " r | Tl 5 " " f T ﬂ‘
& hlil,‘br\”l,( .H.’.t\.;:;t,fhd_l\.........,..........Ii;f,;f?vfk.lf. ——

3+127 cos(V2 5 t)...+4/3n cos(8/2 7 1)

bertahap yang terjadi setiap harmonisa.

| - | S
O 4 _’ I__ i

fit)
[y

L[H]

1 1
I : :
! I. ¥ ' ! _I i 1 ! ] I T & ‘I B S S A R A A I, adaa na :_
. | ] ] 4 -2 0 2 4 8
| Y " ! L 3 G

: - : : v ‘ Gambar 6.4.c Simulasi Gelombang Berulang untuk Gelombang
Pulsa Segi Empat Gambar 6.2 pada Harmonisa ke-10

Gambar 6.4.a Simulasi Gelombang Berulang untuk Gelombang
Pulsa Segi Empat Gambar 6.2 pada harmonisa ke-1

. . . Teknik Elektro
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Analisa Deret Fourier untuk Pulsa Segi Empat

vtz cos{41/2 n )+ 12 cos(1/Z 7 t)
J+i12/diiz cos{d41/2 n ). +12/n cos{1/2 z t)
6 [— -------- vﬂ : f‘-‘“-——;—"‘-\} Yoty .
] e -w~-~~4:~w~— P S N VU SR S S PO U S S WS ¥
) é 4 2 E: 2 ;. lli ‘ é 4 2 :'> 2 l lis ﬁ
Gambar 6.4.d Simulasi Gelombang Berulang untuk Gelombang Gambar 6.4.e Simulasi Gelombang Berulang untuk Gelombang
Pulsa Segi Empat Gambar 6.2 pada HARMONISA ke-100 Pulsa Segi Empat Gambar 6.2 pada Harmonisa ke-150

. . . Teknik Elektro
Adaptif, Kreatif, | t . :
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